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INTRODUCCION

Esta guia didactica esta desarrollada para estudiantes universitarios que cursan la

materia de matematica Il de la Universidad Tecnoldgica de Panama.

El objetivo fundamental es la de ofrecer a los educandos la facilitad de
comprension y desarrollo de los conceptos y definicion del tema de limite de una

manera constructivista.

En la primera parte se estudian los limites de una funcion partiendo de una idea
intuitiva que nos conduce a su definicion formal. Contiene ademas las
"Proposiciones de los limites de funciones”, ayudando a que el estudiante calcule
el limite de las diferentes funciones, tema que se estudié en el modulo anterior de
titulado: Funciones y sus Gréficas. Se presentan ademas al concluir cada tema
practicas propuestas para que el estudiante adquiera las destrezas necesarias en
el desarrollo del mismo. Al final de la guia se presenta una serie de problemas

resueltos que ayudaran al educando a reforzar todo el contenido.
El concepto de limite es uno de los mas importantes en el analisis matematico y el

de mayor dificultad para el estudiante. Es por este motivo, que se dedica una guia

didactica a estudiar este importante concepto.
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Besuimen

La presente Guia de Autoformacion
tiene la finalidad de introducir al
estudiante, primeramente en una
problematica ligada a los obstaculos
cognitivos que se presentan en la
construccion del concepto de limite y
en segundo lugar, presentar un
grupo de actividades para promover
una mejor aproximacion al
aprendizaje de este tema. Como se
podra observar a lo largo de esta
Guia, existe una gran cantidad de
ejercicios que nos sitla en una
problematica muy amplia cuya
solucion implica un analisis de las
dificultades cognitivas y propuestas
de ensefianza bien pensadas vy
experimentadas a lo largo de nuestra
trayectoria como docentes en el area
de las ciencias exactas de Ila

Universidad Tecnoldgica de Panama.

Proposito

OFRECER A LOS ESTUDIANTES DE
PRIMER ANO DE LA CARRERA DE
TECNICO EN INGENIERIA CON
ESPECIALIZACION EN TECNOLOGIA
INDUSTRIAL Y A LOS TECNICOS EN
ADMINISTRACION DE LA FACULTAD
DE INGENIERIA INDUSTRIAL DE LA
UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE
PANAMA, LAS INFORMACIONES
PERTINENTES Y LAS HERRAMIENTAS
NECESARIAS QUE LES PERMITA
CALCULAR EL LIMITE DE LAS
FUNCIONES Y SU APLICACION A

CASOS DE LA VIDA DIARIA.

Objetivo General

Ofrecer a los educandos la facilitad
de comprension y desarrollo de los
conceptos y definicion de limite de

una manera constructivista.




ONEXION CON LA HISTORIA

Demdcrito

Leibniz

En la construccién de las teorias matematicas en la Grecia Antigua,
muy temprano surgié una clase especifica de problemas para la solucion
de los cuales, era necesario investigar los pasos al limite, los procesos

infinitos, y la continuidad.

Algunos grupos de cientificos antiguos buscan la salida de estas
dificultades en la aplicacibn a la matematica de las ideas filoséficas
atomicistas. El ejemplo mas notable lo constituye Demacrito. Igualmente
florecieron teorias totalmente contrarias a esta concepcion. Tengamos en
cuenta, por ejemplo, las paradojas de Zendn. Otro de los métodos mas
antiguos de este género es el método de exhaucion, atribuido a Euxodo y
aplicable al calculo de areas de figuras, volimenes de cuerpos, longitud
de curvas.

Con el método se demuestra la unicidad del limite, pero no se
soluciona el problema sobre la existencia de limite; aun asi se considera

la primera forma del método de limites.

Wallis Matemético inglés. Estudid6 medicina y filosofia en
Cambridge, siendo ordenado sacerdote en 1640. Fundador de la Royal
Society de Londres. Su mérito mas trascendental reside en haber
establecido claramente las primeras definiciones de limite y en ella se
utiliza por primera vez el simbolo infinito. Con posterioridad perfecciond la
definicibn de limite. Fue Ausgustin Cauchy (1789-1857) quien dio la

definicion de limite que utilizamos hoy en dia.

Gran parte de la obra de Wallis en Calculo precedi6 a Newton y

Leibniz, sobre quienes ejercié una notable influencia.

Su obra "Arithmetica Infinitorum™ (1655) lo llevo a la fama. A lo largo de
sus péaginas abordaba cuestiones tales como las series, la teoria de los
nameros, las conicas, los infinitos... A Wallis se atribuye la introducciéon

del simbholo oo . utilizado hahitualmente nara denaotar el infinito.
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INTRODUCCION AL
TEMA DE LIMITES
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Limite: Que no se puede sobrepasar, fin de
una extension. (Tomado de un diccionario de la Real
Academia).

Entre los primeros recuerdos sobre el
concepto de limite figura el uso que le damos en
algunos casos: el limite del mar, hacemos referencia
a esta frase cuando miramos el horizonte. La mesa
tiene un limite, no es ilimitada. En algunos casos
cuando nos ordenamos de acuerdo a un numero
elegido por nosotros para participar en una
competencia, hay uno que es el ganador.

¢Puedes tu contar el numero de granos de
arena de una playa, o el de estrellas que vemos en
el cielo?. En realidad, semejante cifra no esta mas
cerca del infinito que otra mas modesta como 2, 15,
0 3,089. (Y entonces?. Para encontrarnos con
conjuntos que ningdn namero pueda contar,
debemos recurrir al mundo de las mateméticas.

El gran matematico David Hilbert ponia como
ejemplo un hotel de infinitas habitaciones y un
viajero que llega durante una noche de tormenta y
ve en la puerta el cartel que dice “completo”. En un
hotel finito, esta palabra seria terrible y nuestro
viajero se sentiria desesperado. El hotel de Hilbert
gueda a cientos de kilbmetros, pero en este caso
nuestro viajero pide tranquilamente un cuarto. El
conserje ni siquiera se sorprende, levanta el teléfono
y da una orden general: que el ocupante de la
habitacion uno se mude a la habitacién dos, el de la

habitacion dos a la tres, el de la tres a la cuatro y asi
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sucesivamente. Mediante esta sencilla operacion, la
habitacion uno queda vacia, lista para el nuevo
huésped; todos los ocupantes del hotel tienen una
habitacion y el hotel seguira como antes, completo.
Ahora supongamos que en vez de llegar un solo
viajero, llegaran infinitos, otra vez se tendria que
acomodar a la multitud recién llegada. El particular
comportamiento del hotel de Hilbert es apenas una
pequefia anomalia que se presenta al operar con el
infinito.

El lenguaje humano tiene la caracteristica de
ser abierto, de esta forma se puede utilizar los
conceptos de manera poco precisa y aun asi
estructurar un argumento de manera que la idea
central se comprenda, esto es, no se da una
definicion precisa de los conceptos utilizados lo que
hace que cada persona haga su propia lectura del
texto con base a su experiencia previa y a su
cultura. En este contexto, el infinito hace referencia
a la idea o nocidon de “inconmensurablemente
grande”.

Una anécdota que se dio en la escuela de
matematicas de una Universidad, ilustra la forma en
gue se concibe el infinito de manera intuitiva:
Sucedi6 durante una clase de Célculo Diferencial e
Integral. Cuando el profesor estaba desarrollando la
teoria de limites al infinito y limites infinitos, un
estudiante le preguntd ¢Qué es el infinito?, el

profesor le indicé: “el infinito es algo como
esto...”Seguidamente tomé la tiza y comenzo a

trazar una linea alrededor del aula dando tres
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vueltas, luego sin dejar de trazar la linea, abrié la
puerta y se fue... los estudiantes se quedaron
esperando pero el profesor no regres6. Cuando
salieron vieron como la linea que el profesor trazo
recorria las paredes, bajaba por las gradas y salia
del edificio....A la clase siguiente, mientras los
estudiantes esperaban la llegada del profesor, éste
se presento trazando aun la linea con una tiza hasta
llegar de nuevo a la pizarra y le dijjo a los
estudiantes: “ Bueno, esto no es el infinito, pero al
menos ya tienen una idea de lo que es”...

Se ve que aunque el profesor traté de dar un
ejemplo bastante ilustrativo del infinito, siempre
quedd limitado en un ejemplo finito pero “muy

grande”.

La nocion de limite es una idea importante
que distingue al calculo de otras ramas de las
matematicas. De hecho podriamos definir calculo
como el estudio de los limites, por lo que una de las
metas valiosas es la comprensién de este concepto.

El célculo tiene que ver directamente con los
procesos infinitos, y la teoria de limite es una de las
primeras en donde el concepto de infinito aparece,
los conflictos de aprendizaje se hacen presentes de

inmediato.

AuUn y cuando la experiencia diaria nos limita
a procesos finitos, la mente humana ha tenido la
capacidad de imaginar aspectos ilimitados.

Precisamente considerando el hecho de que nuestra
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construccion del infinito la realizamos a través de la
experiencia, es natural o comprensible que nuestra
idea de infinito consista en la idea de realizacion
paso a paso sin limites; fundamentalmente esta idea
esta arraigada a lo que se denota en matematicas
como el infinito potencial. Asi, parece natural, que
nuestra primera construccion tiene que ver con un

proceso paso a paso que no se termina.

1. UNA NOCION INTUITIVA

Considere la funcion definida por:

2 —
Fx) = X FX=3
x-=1
2
(oo 207 +1-3_3-3 0
1-1 1-1 0

Observe que no esta definida para x = 1 ya que

. 0
en este punto f(x) tiene la forma 9 gque carece

de significado. Sin embargo, aun podemos
preguntarnos qué estéd sucediendo a f(x) cuando
se aproxima a 1. Con mas precision, cuando x se
aproxima a 1, ¢ f(x) se estad aproximando a algun
namero especifico?. Para obtener la respuesta

podemos hacer dos cosas:

1. Calcular algunos valores de f(x) para valores

cercanos a 1.



2x%* +x -3

T)=""

2. Bosquejar la gréfica de la funcion. Todo esto se
ha hecho y los resultados se muestran a

continuacion en la figura 1.

Por la derecha Por la izquierda

Figura 1

Izquierda » ‘ {  Derecha

X y X y
1.1 5.2 0.9 4.8
1.01 5.02 0.99 4.98
1.001 5.002 0.999 4.998
1.0001 |5.0002 0.9999 [4.9998
1.00001 | 5.00002 0.99999|4.99998

\ 4 v v v

1 5 1 5

Reforzando tus conocimientos

2 J—
f(x) = 2x"+x-3
x-1
2 —
fLp < 2D +11-3
1.1-1
=572
2 —
f(Lop - 207 +101-3
1.01-1
=5.02
2 —
f(0.g) = 209 +09-3
09-1
=4.8
2 J—
f (0.09) _ 2(0.99)" +0.99 -3
0.99 -1
=4.98

Toda la informacion que hemos reunido parece
apuntar a la misma conclusion f(x) se aproxima a 5
cuando x se aproxima a 1. En simbolos

matematicos escribimos:

. 2X%+x-3
lim =& "= “ =
x—1 X—=1

5

Esto se lee “el limite cuando x tiende a 1 de

2X 2 +x-3
x-1

es 57,

Siendo buenos en éalgebra y conociendo como se
factoriza un trinomio de la forma ax? + b x + c,

podemos probar mas y presentar mejor evidencia.

2
m 2X +x—3: im (2x+3)(x-1)
x—1 X—=1 x—1 X—=1

= lim (2x+3) =2(1) +3=5

10
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(x-1)
(x-1)

Observe que =1 siempre que x=1. Esto

justifica el procedimiento; una justificacion rigurosa
vendra posteriormente cuando se estudien los

l[imites indeterminados.

Para asegurarnos que estamos en el camino
correcto, necesitamos tener una clara comprension
del significado de la palabra limite. A continuacién

esta nuestro primer intento de una definicién.

DEFINICION: Significado intuitivo de limite
Decir que lim f(x) =L significa que cuando x esta

cerca, pero diferente de c, entonces f(x) esta

cercade L

Obsérvese que no se pide nada en c, incluso
la funcibn no necesita estar definida en c, no lo
estaba en el ejemplo anterior. La nocién de limite
estéd asociada con el comportamiento de una funcion

cerca de c, pero no en c,

El (la) estudiante es seguro que objetara
nuestro uso de la palabra cerca. ¢Qué significa
cerca?. ¢Qué tan cerca es cerca?. Para precisar
respuestas seguiremos con algunos ejemplos mas

gue le ayudaran a aclarar la idea.

11




Figura 2

Gréfica de la funcion

2 _y_ lim =lim (x+2)=3+2=5
f(x)=X x—6 x>3  x—3 X—>3 X—3 x—>3 ( )
X—3
La cancelacion de x — 3 en el segundo paso es
valida ya que la definicion de limite ignora el
. B (x=3)
comportamiento en x = 3. Recuerde, x_3) =1
X_
siempre que x no sea igual a 3.
1 x—1
I EJemPLO 2 Determine lim ——
x—1 A X—l
Solucién:
X
Cox=1 o (x=Dx+D
lim = lim A =lim ((/x +1)=-/1+1=2
x=>1 . /x =1 x—1 ﬁ_l x—>1 (\/7 )
Figura 3

Gréfica de la funcion
x—1

f(x) =

I

MAS EJEMPLOS

2
) . X°—=X-6
EiJEmMPLO1 Determine lim ————
x—3 X—3

2

Solucion: Observe quex3 no esta definida

en X = 3, pero todo esta bien. Para tener idea de
qué estd pasando cuando x se aproxima a 3,
podriamos utilizar una calculadora para evaluar la
expresion dada, por ejemplo, en 3.1, 3.01, 3.001,
etc. Pero es mucho mejor utilizar un poco de

algebra para simplificar el problema.

X~ x—6 _lim (x=3) (x+2)

LiMITE DE FUNCIONES
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x*—25

EJempPLO 3 Determine lim

x>-5 X+5
Solucion:
. x*-25
lim
x>-5 X+5
_lim (X=5)(x+5)
) x—>=5 X+5
Figura 4 — lim (x—5)
X—>-5
Grafica de la funcion —_5_5
f(X) _ X2 -25 = —10
X+5
_ . x*+8
EJEMPLO 4 Determine lim
x>-2 X+ 2
. Solucion:
. x*+8
i lim
x>-2 X+ 2
X+ 2) (X -2x+4
i (X2)( )
X—>-2 X+2
= lim (x* - 2x+4)
X—>-2
=(-2)*-2(-2)+4
Figura 5
J —4+4+4
Grafica de la funcion =12

X +8

=30

LiMITE DE FUNCIONES
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Fiéura 6

Grafica de la funcion

Reforzando tus conocimientos

F(x) = sen x
X
£(L.0) = sen (1.0)
1.0
=0.84147
£(0.5) = sen (0.5)
0.5
=0.95885
£(-1.0) = sen(-1.0)
-1.0
=0.84147

sen X
X

EJeEmMPLO 5 Determine Iim0
X—

Solucién:

En este caso no podemos simplificar la x. Una
calculadora nos ayudara a tener idea del limite.
Utilice su calculadora en modo de radianes, para
verificar los valores de la tabla de la figura 7. La

figura 6 muestra la gréafica de la funcién estudiada.

Por la derecha Por la izquierda

X y X y
1.0 0.84147 -1.0 0.84147
0.5 0.95885 -0.5 0.95885
0.1 0.99833 -0.1 0.99833
0.01 0.99998 -0.01 0.99998
0.001 |0.99999 -0001 ]0.99999

v v v v

0 1 0 1

Figura 7

Nuestra conclusion al observar las tablas de la figura
7 ya sea aproximandonos por la derecha o por la
izquierda la funcion se acerca al nuamero 1,
matematicamente esto lo representamos de la

siguiente manera:

14



EJEMPLO 6

Aplicacié"

Se ha medido el consumo de oxigeno C(x) de un corredor,
como una funcion de su velocidad X, Los resultados se
muestran en la grafica de la figura 8. En primer lugar se
haran algunas predicciones mediante el examen de la
gréfica de C(x).

a) En la figura 8 se concentra la atencion en la parte

de la gréfica cercana a la velocidad maxima del
corredor. A medida que la velocidad x aumenta
aproximandose a 20 kilbmetros por hora (flecha de
color sobre el eje x), se pronostica que el consumo
de oxigeno se aproxima a 17 unidades (flecha de
color sobre el eje y). Puesto que el corredor no
puede alcanzar una velocidad de 20 kilbmetros por
hora, solo puede estar cerca de x = 20 “desde la
izquierda” (corriendo cada vez mas rapido).

En notacion matematica se escribe:

lim C(x) =17 obien, C(x)—>17 cuando x — 20~

x—20"

lo cual se lee “ el limite de consumo de oxigeno C(x) es 17

conforme la velocidad de carrera x tiende a 20 desde la
izquierda” o bien, “ C (X) tiende a 17 conforme x tiende a
20 desde la izquierda.”

S o
—Xx"+1 0<x<9
y=C(x)=481

X—3: 9<x<20

LiMITE DE FUNCIONES 15



Grafica de consumo de oxigeno C(x) de un corredor, como

una funcion de su velocidad x

oy

48 -30 -20 -18 N —— 38 48
caminata carrera

-5

-8
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2. ESTUDIO FORMAL DE LIMITE

Dimos una definicion informal en el punto anterior. A

continuacion se presenta la siguiente definicion

formal:

Definicion de limite de una funcién

Sea f una funcién definida en cada numero de algun intervalo
abierto que contiene a “a”, excepto posiblemente el niumero a
mismo. El limite de f(x) conforme x se aproxima a “a”’ es L, lo

gue se escribe como:

lim f(x)=L

X —a

Si el valor absoluto de la diferencia entre la funcién y el limite
llega a ser tan pequefio, como se quiera para todo valor de X

¢,Dos limites distintos?

Una pregunta natural es “;Una
funcién puede tener dos limites
distintos?” La obvia respuesta
intuitiva es no. Si una funcion
se aproxima cada vez méas a L,

cuando X—& (por la derecha
y por la izquierda), no puede
acercarse también cada vez a un
numero distinto M, ya que de
ser asi concluiriamos que el
limite para esta funciéon “no
existe” este analisis se vera
posteriormente en los limites
unilaterales

LiMITE DE FUNCIONES

suficientemente préximo al valor de a.

A fin de calcular limites de manera mas facil que
cuando se utiliza la definicibn se emplean
proposiciones cuyas demostraciones se basan en
las definiciones que se muestran a continuacion.

2.1 PROPOSICIONES QUE SIRVEN PARA EL CALCULO
DE LIMITES.

Sean f(x) y g(x) dos funciones tales quelim f(x)=L vy
lim g(x) = M, ademas sea ¢ una constante cualquiera,

entonces:

17



Ejemplo:

lim -3=-3
x—1
Ejemplo:

lim 3x = 3lim x =3(1) =3

Ejemplo:

lim (x+5)=lim x+lim 5
x—5 —5

x—5 X

=5+5=10

Ejemplo:

lim 5x> =lim 5 e lim x*
X—2

X—2 X—2
=5(2)° =5(8)
=40

Ejemplo:

4x +7
m

x>2 2x +1
Iim2(4x +7)

lim (2x +1)

lim4x+lim 7

X—>2 X—>2

Iim2x+1lim1

X—2 X—2

4lim x+1lim 7

X—>2 X—>2

2lm x+1lim1
1. XS f(xy=¢
_A42)+7 _8+7

2(2)+1 4+1
15

5
LiMITE DE FUNCIONES

=3

lim f(x)=c Limite de una funcion constante
X—>a

2. !iina (c f(x))

) Limite de una constante por una funcion
=clim f(x)
X—a

3. lim [f(x) £g(x)]= fim f(x)£lim g(X)=L+M

Limite de la suma de dos funciones

4. lim [f(x) e g(x)]= fim f(x) e lim g(x)=LeM

X—>a

Limite del producto de dos funciones

— ;0() =0

lim f
5. lim {f(x) }: IT 00 _
im 900 M

2l 9(x)

Limite del cociente de dos funciones

18



lim ¥/8x -3 6. limg/T () =gffim ()

X—>-3

= s/lirps(8x—3)
= 3/8(—3) —3 Limite de la raiz de una funcién
—3—27=-3

PRACTICA 1

CALCULE EL RESULTADO DE LOS SIGUIENTES LIMITE:

. limx®

X—4
: Iin_13(3x +2)

. lim(2x-1)

Xx—0

lim(=x2 +1)

Xx—1

: Iirr;(—x2 +Xx—2)

: Iirr}(Sx3 —2X% +4)

Iiml(y3 —2y*+3y—4)
y—-

lim3/x+4

X—4

: Iim4(x+3)3 . lim4x+13

x—9

LiMITE DE FUNCIONES 19



10. Iirrc1)(2x—1)3
20.

. 5x*-6

lim >

x-0 X°+2

LiMITE DE FUNCIONES

e
|

# RESPUESTAS

1) 16; 2)-7; 3)-1;4)0;5)-4;6)5;7)-6; 8) 2;9) -1;
10) -1; 11) -2; 12) -2; 13) -2: 14) —% ; 15) 2; 16) 3; 17)
1; 18) 6; 19) 49; 20) -3

3. LIMITES INFINITOS

En esta seccion se examinara el comportamiento

de las funciones f(x) y se aplicaran para obtener

graficas detalladas de funciones como f(x):l.
X

Una buena grafica es una herramienta valiosa
para comunicar el comportamiento de una

funcion.

] ) 1
LiIMITE DE UNA FUNCION f(X) == CUANDO X TIENDE A
X

CERO

Obsérvese que en este caso no se pueden aplicar
las proposiciones anteriores, puesto que para x =0
se anula el denominador, es decir la funcién no esta

definida.

Vamos a tabular los valores y hagamos el analisis a

la izquierda y a la derecha de “0”

20



Reforzando tus conocimientos

1
y [
X
y=_ 1
-0.1
=-10
y = 71
-0.01
=-100
oL
0.1
=10
y=_1
0.01
=100

LiMITE DE FUNCIONES

X 1 X 1
y=- y=—
X X
-0.1 -10 0.1 10
-0.01 -100 0.01 100
-0.001 -1,000 0.001 1,000
-0.0001 -10,000 0.0001 10,000
-0.00001 |-100,000 0.00001 100,000
A v \ v
0 — 0 + 00
Izquierda Derecha

., 1 : o
En este caso la funcion f(x) == no tiende a ningun
X

limite o decimos que se hace infinitamente pequefia,

tendiendo a —-o cuando se aproxima por la

izquierda o infinitamente grande, tendiendo a +o

cuando se aproxima a cero por la derecha es

decir: lim £ =+ oo y lim%—_c. Por tanto, los limites
x—0" X x—0" X

laterales no existen ya que el comportamiento no es

el mismo por lo que se concluye:

1 )
lim = =no exixte
x—0 X

21



Obsérvese la grafica de la funcion.

) 1
ANALICEMOS EL COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION f(X) =— CUANDO SE APROXIMA AL VALOR
X

CERO.

POR LA IZQUIERDA POR LA DERECHA

X =0 f(X)Ziz X—0 f(X):iz
X X
-0.5 4 0.5 4
-0.25 16 0.25 16
-0.10 100 0.10 100
-0.05 400 0.05 400
_ -0.01 10,000 0.01 10,000
LiMITE DE FUNCIONES
0 +00 0 + 00




Cuanto mas cercano se tome el valor de x a cero

por la izquierda y por la derecha, la funcion

1 . _—
f(x)=— se vuelve mas grande, es decir tiende a
X

T §
+o0, es decir lim— =+
x—=0 X

La grafica de la funci

.1
lim —2:+OO
x—0" X

/o - -

/

/

CONCLUSION:
Sea f una funcion definida en ambos lados de a, excepto posiblemente

en el propio valor a. Entonces lim f (x) =« significa que los valores de f(x) se
X—a

pueden hacer arbitrariamente grandes (tan grande como se quiera) tomando X lo
suficientemente cercano a “a”y x # a. Sea f una funcion definida en ambos lados

de a, excepto posiblemente en el propio valor a. Entonces lim f (x) =—co significa
X—a

gue los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente pequefios, tomando x lo

£ ”

suficientemente cercano a “a”y x # a.
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Calculemos los siguientes limites:

a)

b)

lim —>— b) lim——
x—2" X —2 x—2" X —2

El numerador es positivo y cuando x —2°
(tiende a 2 por la derecha), x-2) >0

(tiende a cero) por valores positivos luego

) 3
lim——=w
x—2" X —2

El numerador es positivo y cuando x — 2™ (tiende

a dos por la izquierda), (X —2) —0(tiende a

. : 3
cero) por valores negativos luego lim P —o0
x—2" X —
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PRACTICA?2

ﬂ A. ENCUENTRE EL LIMITE INDICADO:

10.

12.

LiMITE DE FUNCIONES

lim (
X—2"

11. lim

x—3"

lim

X—2

x-1
X*(x+2)

X3
NG +5x+6J

2
(x-2)*

25




ﬂ B. Calcula el limite
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4. LIMITES AL INFINITO
. ) 1
LIMITE DE UNA FUNCION f (X) == CUANDO X TIENDE A
X

T,

Izquierda Derechd

Si observamos los resultados tabulados podremos

apreciar que cada vez que x adquiere valores muy
-100 -10 -1 O 1 1010000

grandes (a la derecha) y muy pequefios (a la

izquierda) los valores de la funcion se acercan cada

vez mas a cero.

. ., 1
El limite de la funcion f(x) == cuando x — +w es
X
cero y se denota:

lim 1 =0 Simbdlicamente: 1 =0.
X—>to0 ¥ o0

, G C
Generalizando podemos rescribir:  lim — =0,

X—>to0 X

donde c es cualquier nimero real y n es una

potencia positiva n > 0.

Por la izquierda Por la derecha

X —>—© f(X):l X—> 0 F(x) =2
X
-1 -1 1 1
-10 -0.1 10 0.1
-100 -0.01 100 0.01
-1,000 -0.001 1,000 0.001
-10,000 -0.0001 10,000 0.0001
' .
=ee 0 0 0

LiMITE DE FUNCIONES
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LiMITE DE FUNCIONES

Analicemos el siguiente ejemplo:

Sea la funcion

Qrafica de la funcion ;

Su comportamiento nos lleva a la siguiente

., . 2x-1
conclusion:  lim =2

Xx—to ¥ —1

Analiticamente, este Ilimite tiene la forma

indeterminada la cual puede eliminarse

o0
dividiendo el numerador y el denominador por la
mayor potencia de x que aparece en la fraccion, en

este caso x:

28
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lim = lim X X=2_°=3=2
X0 X — X —>00 i_l 1_0 1
X X

El resultado es el que se mostraba graficamente.
Ejemplo:

X2 +1

Calculemos lim ————
x—0 3X° +X+1

;. . . . o0
Este limite tiene la forma indeterminada — luego la
o0

mayor potencia de la fraccion es x?, procedemos a

dividir cada término de la fraccién por esta:

x2+1
2 o2 L2
lim 2(74“1: 'm2><—X
X—)003X +X+1 X_)wsi' l_i_i
x2 x> X
1
_iim 1+)T2 140 21
Cxoe, 11 34040 3
3+ —+—
X X

1 1 .
Se tuvo en cuenta que — y — tienden a cero
X X

cuando X -5 .
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EJEMPLO:

aplicacion

Supongase que, para cierta corporacion, la utilidad
mensual (en miles de dolares) en el tiempo (en meses) se
(2t-4)
(t+1)

plazo, cuandot — oo , y trace la gréfica de P(t) parat > 0.

estima por P(t) = Pronostique la utilidad a largo

Solucion:

La utilidad a largo plazo se pronostica por

lim P(t) = lim 21—

t—oo too t 4]

(-4 ;)

(t+1 j
t
1

0

=2(miles de dolares)

La gréfica de la funcibn de utilidad se muestra a

continuacion:

LiMITE DE FUNCIONES
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P = (2-4). parat >0.
(t+1)

AL

-6

Considérese que (2,0) es el puntq de equilibrio de la funcion de
utilidad P(t), de modo que la corporacion empieza a tener una
utilidad después de transcurridos 2 meses. En la figura de arriba
se muestra esta interseccion.

PRACTICA 3

. ENCUENTRE EL LIMITE INDICADO:

[ 3% —x-2 : 2x° +3x
Nimp ——— 2. lim| ————
x>=| 5X°+4x+1 xo>x{ 4X° —X"+1

) x*—3x3+4
4 lim : 3
oo X7 —2X" —=X+1
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D. DETERMINE EL RESULTADO DE CADA UNO DE LOS
SIGUIENTES LIMITES:

X—>—00 X—®

. lim (\/x2+2x+4+x) 7. lim
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LiMITE DE FUNCIONES

5. FORMAS INDETERMINADAS

Hasta el momento hemos visto como calcular el

limite de una funcién:

a) Si el numerador y el denominador tienen limites
distintos de cero, el limite del cociente existe y se
aplica las proposiciones del limite para el

cociente:
i [0 lim (%)
xlina[ g(x) }: Iimag(x) M e () #0
(pag 14)

b) Si el limite del numerador es cero y el
denominador es distinto de cero, el limite de la
fraccion es cero.

c) Si el limite del numerador e distinto de cero y el
denominador es cero, la fraccién no tiene limite y
se dice que tiende a mas o menos infinito, segun

el caso.

Pero si el limite del numerador y del

denominador son ambos iguales a cero se btiene
.0
la expresion 0’ que es una de las formas

llamadas indeterminadas porque cualquier
namero que se coloque como cociente sSi se
multiplica por el divisor cumple con la condicion

de que es igual al dividendo.
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En algunas ocasiones, esta forma indeterminada se
puede eliminar factorizando el numerador y el
denominador de la fraccion y efectuando su
correspondiente simplificacion, para luego calcular el
limite. (esta parte se estudié en el punto 1, en

nocion intuitiva de limite)

En los casos donde intervienen raices en el

numerador o el denominador, se puede eliminar la

forma indeterminada % efectuando una

racionalizaciéon del numerador o el denominador
segun sea el caso.

Evaluemos los siguientes limites si existen
2
. [ x*+2x-3
a. lim| ———
x—1 X—1

Aplicando la proposicion relativa al limite de un
cociente tenemos:

(Xz +2X_3J: Ixig}(x2 +2x—3)

lim -
x—>1 x—1 leir}(x—l)
_1+23 0
1-1 0

Ahora bien, factorizando el numerador resulta

"m(iiiéi:ﬁj:"mﬁéziliifl

x—1 X=1 x—1 w
=lim(x+3)
=1+3

=4
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LiMITE DE FUNCIONES

b). Calcular el limite de: lim

X—a

K-
X—a
Si evaluamos se obtiene la forma indeterminada

%, para quitar la forma indeterminada

multiplicaremos numerador y denominador por el

conjugado del numerador y tendremos:

=lim
X—a X_a

X—a

X—a

i R | R |l

Jx++/a

X—a

x>a (x—a)(\/;ﬂ/g)

L . n
c.) calcular el limite de lim send
00\ tan @

lim sen@
lim send | _ 5o _0
o->0\ tan@ ) limtand O
6—0
Para quitar la forma indeterminada recordemos que
la tangente es igual al seno sobre el coseno.

Sustituyendo, resulta:

. send .. sen@ ..
|Im(—j=|lm =limcos@ =cos0=1
0-0\ tan@ ) -0 Send  o-0

cosd
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PRACTICA4

. Aplique las proposiciones de limite y determine su
valor:

t2+1
2. lim
t—1 t -1

x? —3x
4, lim
x>0 4% +5

. lim Z—y

x>0 x% 41

3X Xx-1
8. lim| ———
x>0\ X4+2 2X+6

Lo X=2
Aim———— 10. lim =
>3 6X° —7X+2 x>2 X° —8

x-1 ,
11. lim 6 12. lim
X—16 / 4

. Iim(\/x2 +1-+/x° —1)

t—>o0
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33. lim

34, tI|'m(\/x2 +1-+/x2 —1)

6. CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD DE
FUNCIONES

En matematicas y ciencias, utilizamos la palabra
continuo para describir un proceso que sigue sin
cambios abruptos. De hecho, nuestra experiencia
nos lleva a suponer esto como una caracteristica
esencial de muchos procesos naturales. Es esta
nocion, con respecto a funciones, lo que ahora
queremos precisar. Veamos el significado gréfico

de las siguientes funciones.
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En esta grafica se tiene que:
lim f(x) si existe
X—>C

f(c) no existe

En estas graficas se tiene que:

lim f(x) no existe

f(c) si existe

En esta grafica se tiene que:
lim f (x)si existe
X—>C
f(c) si existe, pero

Lita f(x) # £ (¢)

fle) J/
C

/

Figura 13

En esta gréafica se tiene que:
lim f(x) siexiste
X—>C
f(c) si existe y ademas

Lit f(x) = f(c)

LiMITE DE FUNCIONES
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Un vistazo a las figuras anteriores nos permite
darnos cuenta que, salvo en la Ultima, en todas las
demas la grafica de la funcién presenta algun tipo de
ruptura de la curva sobre el valor de x = c. En otras
palabras solamente la gréafica del ultimo caso podria
ser dibujada "sin levantar el lapiz del papel. Esta
dltima es la que intuitivamente llamariamos una
funcion continua. Precisamente la definicion de
continuidad estd basada en la situacibn que se

presenta en este Ultimo caso.

6.1 CONTINUIDAD EN UN PUNTO

DEFINICION DE CONTINUIDAD

Suponga que f es una funcién que esté definida en algun intervalo
abierto que contenga a c. Decimos que la funcién f es continua

en X=c si se tienen las siguientes condiciones:

1. Existe f(c), esto es: c esta en el dominio de f.

Lim #F(x)
2. También existe *—t )

Lim f{x) = f(z)

3. Ademas *—*¢

Si f no es continua en ¢ se dice que es discontinua en c.
Ejemplo. Funciones continuas y discontinuas

X—3

> es discontinua en
X

1. Lafuncion f(x)=

x =3y enx=-3pues no existen ni f(3) ni f(-3)
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Discusién sobre la continuidad de algunas

funciones

(en estos casos el denominador se anula). En todos

los demas valores en R la funcién es continua.

Fixr=Ax-1

todo valor x > 1.

2. La funcion es continua para

e Nota: En el punto 2 del ejemplo se tiene que
el dominio de la funcion es el intervalo
[1, ==). En ese caso no tiene sentido hablar

de Iirp f(x) pues la funcién no esta definida

para valores menores que 1. Pero en estas
circunstancias diremos que f es continua en
[1,4e0 ) porque es continua en (1,+e«) y

ademas
Lim f(x) = f (1)
Ejemplo.

1. Si tenemos una funcion constante f(x)=K,
sabemos que para cualquier ¢ se tiene

Lim f(x)
HL =k y ademas f(c)=k. Esto nos dice

que es un funcién continua.

x? -1

2. Lafuncion f(x)=

es

a. discontinua en 1 porque f(1) no existe,
pero
b. continua en todos los demas puntos.

Por ejemplo f(2)=3 y

40



x—l

Lim 7 (x) = xx -

LiMITE DE FUNCIONES

o1 21 3
1

1 2-1

3. La funciéon identidad f(x)=x también es

continua pues f(c)=cy limx=c.
X—>C

En realidad, si al calcular un limite cuando x tiende a
c éste se obtiene por simple evaluacion (es decir: no
es un limite indeterminado), entonces la funcion es

continua en c.
6.2 CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

En general, decimos que una funcién es continua
en R si es continua para todo x en R. También
decimos que es continua en un intervalo abierto | si

es continua para toda x en |I.

Ejemplo de Continuidad de una funcion racional
Determinar en qué conjunto es continua la siguiente

funcion:

x+5
r—3

Jix) =

Solucién: El dominio de esta funcion es R-{3} y la

funcién es continua en todo su dominio.

Ejemplo 8. Continuidad de una funcién con una

raiz en el denominador

Determinar dénde es continua la funcion
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R »

Figura 14
_ ¥ =hiz)

LiMITE DE FUNCIONES

X

X
800 = 7=

Solucién: Esta es una funcidon continua en todo su

dominio, es decir en (-1,1).

Ejemplo de Continuidad de una funcién definida

por partes

Determinar donde es continua la funcion

2x+tlax <0
R =x +1a0<{x<2
r—3axrZ

Solucién: Aqui tenemos una funcion definida por
partes. Dentro de cada parte la funcion es continua,
pero podria haber problemas con los limites en los

puntos de division 0 y 2.
Tenemos

Lim i(z) = Lim (27 + 1) = 1
L ) = Lim(* + =1

y ademas
h(0)=0%+1=1,
por lo tanto la funcibn es continua en O.

Por otro lado,

Lim /() = Lirzp(xg +1) =5

Litznﬁz(x] = Litgn(x -3 =-1

Esto dice que Iirr21 h(x) no existe y por lo tanto h
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no es continua en 2.

Resumiendo la informacion decimos que h es

continua en R-{2}.
6.3 FUNCIONES DISCONTINUAS

Hemos visto anteriormente que las funciones
pueden tener discontinuidades en algunos puntos.
Bésicamente la dicontinuidad en algin punto x = ¢

se presenta por alguna de las razones siguientes:
A. Ellimite lim f (x) no existe.
X—C
B. Ellimite lim f (x)si existe pero f(c) no existe.
C. El limite lim f(x)si existe, f(c) también existe,
X—C
pero lim f(x) = f(c)
D. Nif(c) ni lim f(x) existen.
6.3.1 TIPOS DE DISCONTINUIDADES

Sea f discontinua en x=c, decimos que

(a) la discontinuidad es evitable si lim f (x) existe.
X—>C

(b) la discontinuidad es no evitable o esencial si

lim f (x) no existe.
X—>C

En este caso, si lim f(x) y lim f(x) existen pero son

diferentes, se dice que la discontinuidad es de salto.
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Ejemplo. Calculando discontinuidades evitables

y no evitables o esenciales

Determinar cuales son los puntos de discontinuidad

de la funcion

Axr+lax <l
Flx) =Rz +351<x 43
dx+1a 3 <x

Indicar cuales son evitables y cuales son no

evitables.

Solucién: La funcion esta definida en R-{1,3} tiene

entonces dos puntos de discontinuidad: en x=1y en

x=3 Tenemos que: Iirp f(x)=4 vy Iirp f(x)=4

por lo tanto Iirrll f(x) =4 y entonces en x=1 hay una
X—>.

discontinuidad evitable.

Por otra parte
Lim f{x) =12 Lim f{x) =13
H— 35— y H— 3+

por lo tanto

Lim F(x) )
X3 Nno existe

por lo que en x=3 hay una discontinuidad inevitable
y es de salto (porque existen los dos limites

laterales).
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Ejemplo. Redefiniendo una funcién
Determine los puntos de discontinuidad de la funcién

= -1

x-1

Jx) =

y redefina la funcion para que sea continua en R.

Solucidn: La funcion es discontinua en x=1 y ademas

2
-1 -Nix+1
x X DERD L s
Xl -1 x—1

La discontinuidad es evitable y si escribimos

2
-1 .1
— ax
Fix)y=¢ x-1
2ax=1

Obtenemos una funcidn idéntica a la funcién dada (salvo
en x=1) y ademas continua en x=1.
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PRACTICAS

Determine, si los hay, los nimeros en los que la funcion es
discontinua:

1

1. f(t)=t3—4t* +7 2. f(X) = ————
© (x) x> —9x +18

X, Six<0 x?+1,six<1
3. f(x)={x*si0<x<2 4 f(x)=<1 six=1

X, SixX>2 Xx+1,s5ix>1

3x-1,six<1 L,six<l

5, f(x)={ x—1

3—-X,s1x>1 1 six>1

Determine si la funcion es continua en el intervalo dado:

7. f(x)=x* +1,a)[-1,4]b)[5,)
1
Nt

X

x®+8"

8. f(x)=

a)(0,4]b)[1,9]

9. f(x)= a) —4,3| b)(—o0,x)

10.

a)[-1,3]b)(2,4]

Determine los valores de my n de modo que la funcion sea
continua:
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12. f(x) =

mx, X <4

X2, x> 4

mx, X<3
n, x=3
—2X+9,x>3

Analice la continuidad de las siguientes funciones:

13. f(x) =

1 .
— ,Si
X+7

3 ,Si

-10< x<—4 ; x=-7

X=—7

X—6
x? —2x—8

S -1<x<6 ;x#4

S x=4

Si O0<x<b54 ;x#3

Si Xx=3

Si 0<x<2;x=#1

S x=1

SI X#3

SI X=3

S -l<x<2:x=#1
Si 2<x<5

Siox=1
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Asintotas

OBJETIVOS

Entender el concepto de
Asintota de una funcion
relacionandola con los
limites infinitos o/y en el
infinito.

Calcular los limites por la
derechay por la izquierda
de una funcién en un punto,
partiendo de su
representacion gréfica.

Calcular las ecuaciones de
las asintotas verticales de
una funcion a partir de su
representacion grafica.

Calcular las ecuaciones de
las asintotas verticales de
una funcion a partir del
calculo de limites de su
ecuacion, saberlas
representar graficamente e
interpretar cual es la
posicion de la funcién
respecto de la asintota.

Calcular las ecuaciones de
las asintotas horizontales de
una funcion a partir de su
representacion grafica.

Calcular los limites cuando
X tiende a infinito y a menos
infinito de una funcioén,
partiendo de su
representacion grafica.

Calcular las ecuacion de la
asintota horizontal de una
funcién a partir del calculo
de limites de su ecuacion,
saberla representar
graficamente e interpretar
cual es la posicion de la
funcion respecto de la
asintota.

LiMITE DE FUNCIONES

En el estudio de las funciones hay que buscar las
relaciones entre sus expresiones algebraicas y sus

representaciones graficas.

Un problema muy comdn que hay que resolver en
determinadas situaciones es averiguar la gréafica de

una funcion conocida su férmula algebraica.

Pero por otra parte conviene tener muy claros
ciertos conceptos que ayudan, no soOlo a realizar
dicha representacion, sino también a entender o

interpretar la grafica de una funcién dada.

La nocién y el célculo de limites son fundamentales
tanto para el estudio de la continuidad de funciones
como para la obtencibn de sus ramas infinitas
(asintotas), lo cual ayuda sobremanera a la

representacion de su grafica.

Una asintota es una recta que se aproxima
infinitamente a una curva a medida que la curva se

aleja del origen de coordenadas.

DEFINICION

Si un punto (x,y) se desplaza continuamente por una

funcion y = f(x) de tal forma que, por lo menos, una de
sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la
distancia entre ese punto y una recta determinada

tiende a cero, esta recta recibe el nombre de asintota

de la funcién.
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Asintotas Vertical La asintota vertical la obtenemos haciendo el limite
de la funcién cuando la variable tiende a uno de los
puntos que quedan fuera del dominio. Este limite lo
calculamos acercandonos a este punto lateralmente
por la derecha y por la izquierda, ya que es
imposible hacerlo sobre el punto en si, (recordemos
gue no esta definida en ese punto). Si obtenemos el
valor del limite o, debemos estudiar el signo que
presenta cada limite lateral. Al obtener este valor
diremos que existe asintota vertical en el punto

X=a.

Vamos a hacer algunas consideraciones acerca de
las asintotas verticales:

1. Las funciones polinémicas no tienen asintotas
verticales, ya que su dominio es toda la recta
real.

2. Las fracciones algebraicas tienen tantas
asintotas verticales como raices tenga el
denominador. Para aplicar esta regla es
propias de funciones que toman el valor
infinito para valores finitos de la variable,

como por ejemplo la funcion tg x.

ASINTOTA VERTICAL

La recta x =c es una asintota vertical de f(x) si se cumple al
menos una de las siguientes posibilidades:

F@=w lm f@=- lm f-c lnfE)=-o

K=
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Ejemplo

Calcular el siguiente limite.

F
firm ax :
x—2 Ii.'-'f— 2}
Solucion:

Observe que podemos escribir

. X
ix - 1 :
f9=_3x_ x-2) -2
()
y tenemos
: : 1
K2 X2 (I - 2}3

Entonces se tiene que

]jmiz=
-2 (;{_2}

X = 2 es una asintota vertical

Ejemplo . Asintotas verticales.

Determinar las asintotas verticales de

dr+1
Tl =
AL i

Solucién: Podemos escribir

ar+1 _ dx+1
It 3r—2 (2x-Dix+ D)

Jlo=

Vemos que el denominador se hace 0 cuando x=-2
0 x=1/2 de manera que hay dos posibles asintotas

verticales: x=-2 y x=1/2.
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Calculamos

dx+1
=
x—}2+[:2x_ 1:'[:1-"' 2:'

3r+1
—_— =
»+%+(EI-D(I4-3}

y por lo tanto ambas rectas son asintotas verticales.

Ejemplo. Un cero del denominador que no es

asintota vertical.

Determinar las asintotas verticales de

-0
Jilx) = ———
X —5K+6
Solucién: Tenemos
xd— 0 rd -0

J(x) =

i - 51+ 6 B (x—3wx—13

Por lo tanto hay dos posibles asintotas verticales:
X=3yx=2.

Ahora calculamos

2
i e -8 >
2 (x = 3(x - )

i -0 _]jm(:c—E}[::HE}:]jmx_-kE:ﬁ
po3(r—3x—2) FE(r-Fux-—B wir-

Lo anterior dice que la recta x=2 es asintota vertical,

pero x=3 no es asintota vertical porque el limite
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considerado no es ni #ni —

créditos |z':":'mi|15 D.xil—l[l D.yil? cnnﬂgl

EJEMPLO GRAFICO B=(-5.00,2.000 T

ASINTOTA | o o
L , VERTICAL :
éCual es la asintota

vertical de esta funcion
cuando x—*2 por la

izquierda 'y por la P

derecha? \'\

i

|'_=g (3%x—-1)/ [x-a)

|n||:||:|| P.x :I—S oo :I: 2.00

Con este ejemplo habras observado que la asintota

vertical tiene de ecuacion x =2

Justamente el valor de x que hace cero el

denominador.

Por tanto para averiguar las asintotas verticales de
una funcién, basta igualar a cero el denominador.
Las soluciones de la ecuacion resultante seran
asintotas verticales, si no se anula también el

numerador.

LiMITE DE FUNCIONES 52



Asintota Horizontal

fix= duets
-2

Nota:

LiMITE DE FUNCIONES

Es necesario haber simplificado la fraccion de ser

posible.

La figura representa la gréafica de

2x+5
x—2

Fix=

Note que en el dibujo, ademas de la asintota vertical
X = 2, se observa otra recta a la cual la gréafica de la
funcion se '"va acercando": ésta es la recta
horizontal y = 2. Estas rectas se llaman asintotas
horizontales de la grafica de f(x) y estan
estrechamente relacionadas con los limites al
infinito. De hecho, podemos dar la siguiente

definicion:

DEFINICION ASINTOTA HORIZONTAL

Decimos que la recta y=k es una asintota horizontal de la

gréfica de f si se cumple que

b flx) =4k
o que
bhm flx) =k
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Ejemplo. Célculo de asintotas horizontales.

Determinar las asintotas horizontales de las

siguientes funciones

f(x)=2x3-4x+1

Solucion:
lirn (2% —4x+1) = lim 2x* = —o
Y= —o ¥——o

Por otra parte

lirn (2% — 4% +13 = lim 2% = o

i =] N
De modo que f no tiene asintotas horizontales.
Tampoco esta funcién tiene asintotas horizontales.

Ejemplo

3
X +dx+1
I-z(x}=5—

¥ -x+1

Por lo tanto h tiene una asintota horizontal y = 0.
Ejemplo

2xt—dx4l
glx)=—F——
¥ -x+1
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SELECCION UNICA

En los ejercicios 1 a 7 escoja la opcion que responda o complete correctamente la proposicion.

lirm 4

1.Elvalorde *** X+4

(@) -4 (b) -1/2 (c) -= (d) +=
e r? - 81

2.Elvalorde **% -9 o

() 18 (b) 18 (c) +@ (d) -

3. ¢ Cuantas asintotas verticales tiene la gréafica de

2

x4 -1
fla= - x —dx+d 2
(@0 (b)1 (c)2 (d)3
4. ;Cual es el valor de
litn x L

¥ =+ "
(@)1 (b) -1 (€0 (d) +=

litg g(x) = —co
5. %3 podemos asegurar que

(@) g(3) no existe
(b) x=3 es asintota vertical de g

(c) y=3 es asintota vertical de g

lim gix)= +co
(d) =3
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REFUERZA TUS
CONOCIMIENTOS

6. Si m>n entonces una asintota horizontal de X es la recta
@y=0 (b)y=m-n c)y=1 (d) No tiene asintotas horizontales.
4
fim Mt +dx

7. ¢Cudl es el valor de *—= 4x+1 2

(@) 0 (b) - 4 () 1/4 (d) -1/4

PREGUNTAS Y PROBLEMAS DE DESARROLLO

En los ejercicios 8 a 19 encuentre el limite pedido.

i 2
8 x—2 |1'_ 2|

lim, 2
1o F3hE_6h+ 3

Ij

b 2
13, ¥-x" - 15

- Pya-8

=24 Ig —4

14
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. o -dx+2

lirm 3
15, 2 xt-x-d
firn o -dx+2
16. = =1+ xj —x=2
lirm 45
17, 0 6
e |:u:—1|+2
18. o |
- |:|:—1|+2
19, = x-1

En los ejercicios 20 a 32 encuentre el limite pedido.

firry (2 + 2% =13

20. = Ho

lirn (% + 2x -1

21 =% =0

lirn (=3¢ + 2%

22. ¥+

firn (—3x% + 2%)

23 B¢ =D

o 5§r+11
25, 17+ 17— &l

firm x-ix
26, ¥ x - 25
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28 F*r—w xt —x— 12

29, ¥ X —x-1

fim ||:J:3+5
30, 7t 4x* -2
i 3r+ 4

g A -
lir S+ 5

32. R

funcién dada.

Ax+ 2
33. 2x—1
-4
34 w2 _0
2 —dx+ 2
35, x-x-2
12

36. |

272 +5
37, X —x

x -4

38. X +2x —5x—f

En los ejercicios 33 a 38 determine las asintotas horizontales y verticales de la
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1

3

i — X +X+1-3
=1 (1-x)(x? +x+1)
(x-1)x+2)

lim—
x-1 x—l(x2+x+1)
i 1+2
\J/ 1+1+1
3 3
3
=-1
Lim
. (x=2)
Lim x-2 _ x—3 _
- = 1/5
X—>3X+2 Lim (X +2)
X—3
2 4
Lim 4-4
3. = =0
X—>2 2 4+4
X +4
Lim 2 im 2
4. 25_x° = (25-x7) = /9
X—>4 Ix—>4
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Lim x—4 _ x—4

5. S S A
1 2 _
X—>4 «°x_12 (x=4)(x+3)
_ 1 1
X+3 7
! 3 3
Lim (x+h) —x
h—0 h
3 2 2 3 3
Lim (X +3x h+3xh +h )-x
h—0 h
2 2 3 2 2
Lim 3x h+3xh +h  h@Bx +3xh+h) )
= = 3X
h—0 h h
Lim| 1 3
1-x 3
X—>1 1-x 1-x
Lim| 1 3
“x 2
XL I=x 0 yasx+x9
8.

2
Lim 1+x+x -3

X210 e x+x)
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2

Lim X tX72 CLim o (x+2)(x-1)
2
0. X 110w x+x9) X_>1(1—x)(1+x+x)
3

x*—-256 (x*—16)x* +16)

lim

10 o x-4 (x—4)
—m (x—4)(x+4)(x2 +16)
Xx—4 X—4
_lem x+4)(x +16)
= (4+4)16+16)

=(8)(32) = 256

11. le( )(267_9)

X—3

Lim L_(G) :Limx—_a:Limizl
-3 (x=3)(x+3) -3 (X=3)(x+3) *»»3x+3 6

4 —
12. lim X 256

x>4 x* -16
o (x*—16)x* +16)
= (x*-16)

=x>+16=16+16 =32
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MAPA CONCEPTUAL

Completa el siguiente mapa conceptual

[ LIMITES ]

[ CONCEPTO

INTUITIVO DEL }

[ CALCULO

DE LIMITES ]

s

.

N

J

Vs

CONSTANTE
\

~
LIMITE DE UNA

Vs

-

LIMITE DE SUMA
DE FUNCIONES

|

g
FORMAS
L INDETERMINADA

|

s

g
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[ LIMITES AL INFINITO ] )
CONTINUIDAD [ DISCONTINUIDAD
4 N\ \
EN UN PUNTO ASINTOTA
N J VERTICALES
2 [ 2
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Glosario

Asintota: recta que se aproxima infinitamente a una curva a medida que la curva se aleja del

origen de coordenadas.

Asintota Vertical : La asintota vertical es la que se obtiene haciendo el limite de la funcion
cuando la variable tiende a uno de los puntos que quedan fuera del dominio.

Asintota Horizontal: Decimos que la recta y=k es una asintota horizontal de la gréfica de f si se

cumple que lim f (x)=x o que Iir_n f(X)=«

Continuidad: Decimos que la funcion f es continua en x=c si se tienen las siguientes

condiciones:

1. Existe f(c), esto es: ¢ esta en el dominio de f.

Lim F(x)

2. También existe *—*¢

Lim f{x) = j(c)

3. Ademas ¥t )

Discontinuidad en un punto: La dicontinuidad en algun punto x = ¢ se presenta por alguna

de las razones siguientes:

A. El limite leirg f (x) no existe.

B. El limite Ixig'cl f (x) si existe pero f(c) no existe.

C. El limite legg f (x) si existe, f(c) también existe, pero 'X'L‘E f(x)= f(c)
D. Ni f(c) ni IXich\ f (x) existen.
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Glosario

Discontinuidad evitable : Sea f discontinua en x=c, decimos que la discontinuidad es evitable si

lim f (x) existe.

X—C

Discontinuidad no evitable: la discontinuidad es no evitable o esencial si lim f(x)no
X—C

existe

Limite: Sea f una funcién definida en cada niamero de algun intervalo abierto que contiene a
“a”, excepto posiblemente el numero a mismo. El limite de f(x) conforme x se aproxima a

“a” es L, lo que se escribe como: lim f(x) =L
X—>a

Si el valor absoluto de la diferencia entre la funcion y el limite llega a ser tan pequefio, como se

quiera para todo valor de x suficientemente proximo al valor de a.
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